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Dans toute la suite, n désigne un entier naturel non-nul.



Chapitre 1

Action du groupe symétrique G,

sur le simplexe A,

1.1 Lemme de convexité

Définition 1.1. Soient z,y € R™. On appelle segment [z, y| 'ensemble
[z,y] ={z+tly—xz) | 0<t <1}

Définition 1.2. On munit R™ du produit scalaire usuel. On définit le groupe orthogonal
de R™ par
OR") ={f € ZR") | Vz,y €R", (f(2), f(y)) = (z,9)}.

C’est un sous-groupe du groupe linéaire GL(R").

Définition 1.3. On munit R™ du produit scalaire usuel et on considére X une partie de

R™. Une isométrie vectorielle de X est un élément de O(R™) qui vérifie
fX)=X

On note Isom(X) I'ensemble des isométries vectorielles de X, qui est un sous-groupe de
O(R™).

Remarque 1.4. Soit X une partie de R”, on a Isom(X) < O(R") < GL(R").

Propriété 1.5.
Soit X une partie de R™. Tout élément f € Isom(X) induit une bijection fix de X dans
X.

Démonstration.

Soit f € Isom(X). Par définition, f est un automorphisme de R™ vérifiant de plus f(X) =
X. On peut donc considérer sa restriction a X, notée fix : elle est surjective puisque
fix(X) = f(X) = X, et injective en tant que restriction d’'une application injective. C’est
donc une bijection de X dans X. O



Lemme 1.6.

Soit C un convexe de R™, alors
Vf € Isom(C), ¥(a,b) € C?, f(la,b]) = [f(a), f(D)].

Démonstration.
Soient f € Isom(C) et a,b € C. Pour tout = € [a,b], la convexité de C' assure que z
appartient encore a C'. On s’intéresse donc a la restriction fic de f a C, qui est une

bijection de C dans lui-méme d’aprés la propriété 1.5. Comme

Vz € C, fic(z) = f(x),

on écrira simplement f pour alléger les notations. On a alors

f(z) € f([a,b])

= T € [a, b] par injectivité de fc
= dt, €[0,1], x=a+1ty(b—a)
= Jt. €[0,1], f(z) = f(a+tz(b— a)) par bijectivité de fic
= Jt, € 10,1], f(x) = f(a) + tz(f(b) — f(a)) parlinéarité de f
= f(x) € [f(a), f(b)]
ceci assure que ‘ f([a,b]) = [f(a), f(D)] ‘ O

Définition 1.7. Soit C un convexe de R". On dit que = € C est un point extrémal de C'
si et seulement si

V(y,2) €C? z€y,2] = z=y ou z =z
On note Ext(C') 'ensemble de ces points.

Remarque 1.8. Pour un polygone régulier convexe quelconque de R2, ses points extrémaux

sont exactement ses sommets :

® : point extrémal

le carré convient I'étoile & 5 branches est bien un polygone

car il est convexe régulier mais non convexe, ainsi tout sommet

n'est pas un point extrémal



Le lemme précédent permet alors de prouver le théoréme suivant :

Théoréme 1.9 (Lemme de convexité).

Soit C un convexe de R™, alors Ext(C) est stable par Isom(C), i.e.
Vf € Isom(C), Vx € Ext(C), f(x) € Ext(C).

Démonstration.
Soient z € Ext(C) et f € Isom(C). Soit (y,z) € C? et supposons que f(z) € [y, z].
La bijectivité de f|c fournit un unique couple (o, 3) € C 2 vérifiant

y = f(a)
z = f(B)
d’ou f(z) € [f(a), f(B)].

Le lemme précédent donne alors x € [a, (], et comme z est extrémal, on a . = a ou z = S.

En appliquant f, il vient

f(x)=fla) =y ou f(z)=f(B) ==

Nous avons ainsi établi que

V(y,z) € C%, f(x) €ly,z] = f(a)=y ou f(z) ==

ce qui signifie exactement que f(x) est extrémal, autrement dit ‘ f(z) € Ext(O) ‘

1.2 Interlude : groupe symétrique

Nous rappelons ici quelques notions et résultats sur le groupe symétrique, qui nous

seront utiles par la suite.

Notation 1.10. On note T,, 'ensemble des transpositions de &,,. Plus précisément,

T, ={(ij)|1<i#j<n).

Théoréme 1.11.
Toute permutation de S, peut se décomposer en un produit de cycles a supports disjoints,

et cette décomposition est unique a l’ordre des facteurs pres.

Proposition 1.12.
Soit o = (i1 i2 ... i) un k-cycle, on peut décomposer o en produit de transpositions de

la maniere sutvante :

o = (i1 i2)(i2 3) - .. (ig—1 %)

Ces deux résultats se combinent en un théoreme fondamental :



Théoréme 1.13.
T, engendre G,,.

Démonstration.

Soit ¢ € G,,. Le théoreme 1.11 décompose o en un produit de cycles a supports disjoints,
que la proposition 1.12 décompose a leur tour en produits de transpositions. Une telle
décomposition de o existe donc, mais elle est loin d’étre unique : il en existe méme une
infinité. O

Proposition 1.14.
Il existe un unique morphisme de groupes non trivial de (S,,0) dans ({—1,1}, x), dit

morphisme signature, défini par

Vo € &, (o) = H M
1<i<j<n ¢TI

Remarque 1.15. On montre aisément que toute transposition 7 de &,, vérifie £(7) = —1. La
signature d’une permutation ne dépend donc que de la parité du nombre de transpositions

apparaissant dans sa décomposition selon %,,.

Définition 1.16. On définit le groupe alterné de taille n comme étant le noyau de la
signature, soit

A, ={c€&,|e(oc) =1} =kere
Par construction, A, est un sous-groupe de &, de cardinal %'

Définition 1.17. Soit 0 € &,, et k un entier. On définit le type de o par la donnée du
nombre de 1-cycles, de 2-cycles,..., de n-cycles dans sa décomposition en produit de cycles
a supports disjoints. Si ¢ se décompose en k cycles, en ordonnant les cycles par ordre

décroissant de longueur, le i-eéme cycle étant de longueur ¢;, on note

type(o) = (61, ..., k),
établissant ainsi la convention ¢1 > --- > /..

Exemple 1.18. La permutation 0 = (1 3 4)(2 5) de &5 est de type (3,2). Vue dans Sg
en revanche, elle s’écrit o = (1 3 4)(2 5)(6)(7)(8), et son type devient (3,2,1,1,1).

Remarque 1.19. La décomposition en cycles a supports disjoints impose que
b+ l=n

Déterminer tous les types possibles que peut prendre une permutation de &,, revient donc

a déterminer les partitions de I’entier n.



1.3 Le cas n =3 : le tétraédre

1.3.1 Action de &, sur le tétraédre

Définition 1.20. Soit n,m € N* et F = (eq,...,e,,) une famille de vecteurs de R™. On
définit I'enveloppe convexe de F comme l'intersection de tous les convexes contenant F.

Il s’agit donc du "plus petit" convexe contenant F.

Définition 1.21. Soit B = (e1, €2, €3, e4) la base canonique de R*. Le tétracdre régulier,

noté Ags, est défini comme ’enveloppe convexe de B.

Définition 1.22. Soit X un ensemble, soit (G, *) un groupe de neutre e. Soit

a: GxX — X
(g,r) +— g-x

une application de G x X dans X. On dit que « est une action de G sur X si elle vérifie :
i) Vee X, ale,z)=e-z=x
ii) V(g,h) € G, Vz € X, g-(h-x)=(g*h)-x

Cette définition est équivalente a la donnée d’un morphisme de groupes
¢ : (G, %) — (6(X),0),
ces deux définitions étant liées par
Vge G,Vx e X, g-x=(¢(9))(x).

Si le morphisme ¢ est injectif, on dira que 'action est fidéle.

Théoréme 1.23.

On considére le morphisme

¢: (Isom(Ag),0) — (64,0)
f — of

ot pour tout 1 <1 <4, o¢(i) = j avec j vérifiant f(e;) = e;.

Le morphisme @ est bijectif.

Démonstration.

Pour établir que ¢ est un isomorphisme, nous montrons qu’il est a la fois surjectif et injectif.

Surjectivité :
Montrons d’abord que toute transposition de &4 est I'image par ¢ d’une isométrie de As.
Par construction, Isom(A3z) ~ As. Or, A3 est une enveloppe convexe : il est donc entiere-

ment déterminé par ses points extrémaux, qui ne sont autres que les vecteurs de la base



canonique de R*. Par ailleurs, le lemme de convexité a établi que
Vf € Isom(Az), f(Ext(As)) C Ext(Ag).

ce qui permet d’affirmer que l'action de Isom(Ag) sur Agz induit une action sur Ext(As),

ie. :

‘Isom(Ag) ~ Ext(As) ‘

Une isométrie de Ag est donc entierement déterminée par son action sur les seuls points

extrémaux.

Considérons alors la symétrie s € Isom(Ag) par rapport au plan passant par e;,e; et
le milieu de [eg, e¢], ot 1 <4 # j # k # ¢ < 4. Elle échange ey, et ey tout en fixant e; et e;.

Comme Ext(A3z) compte exactement quatre éléments,
6(5$t(A3)) = 64,

ainsi I'isométrie s, définie par
e —> €y
ey — ek

€ — €4

€jl—>€j

correspond exactement a la transposition (ex e¢) de &(Ext(Ag)), et donc a (k £) € G4.

On a ainsi ¢(s) = o5 = (k £), c’est-a-~dire :
V(i j) € &4, Is € Isom(A3), (i j) = @(s).

Passons au cas général : soit ¢ € G4. Comme T4 engendre Gy, il existe un entier k > 1 et
(T1,...,7k) € TX tels que

O =T]0 " 0Tk.

Par le paragraphe précédent,
Vie{l,...,k}, 3s; € Isom(A3g), 7 = ¢(si)

et ainsi

o =p(s1) 0 0p(s).

et comme ¢ est un morphisme,
og=p(s10---08).
En posant i = s 0--- 0 s; € Isom(A3), on obtient

Vo € &4, Ji € Isom(A3z), o = (i),



ce qui prouve la surjectivité de .
Injectivité :
Soit f € ker ¢ : alors ¢(f) = oy = id, ce qui signifie que

Vie{l,...,4}, os(i) =1,

et donc que
Vi € {1, . ,4}, f(ez) = €.

En tant qu’endomorphisme de R?*, f est entiérement déterminée par I'image d’une base.

Coincidant avec id sur la base canonique B de R, elle lui est donc égale, si bien que
ker p = {id}.

Le morphisme ¢ est donc injectif. O
Corollaire 1.24.

Les groupes Isom(As) et &4 sont isomorphes.

1.3.2 Etude géométrique

Examinons en détail les types possibles dans &4. La remarque 1.19 ramene cette ques-

tion a I’énumération des partitions de I'entier 4 :

4=1+1+1+1

4=2+1+1
4=3+1
4=4
4=242.

Il existe donc cingq types de permutations. Le tableau suivant les récapitule, avec leur

signature et leur interprétation géométrique comme isométrie du tétraedre.



’ Type ‘ Exemple dans G4 Isométrie du tétraedre associée | Signature
7

(1,1,1,1) id 1

—_

(2,1,1) (12)(3)(4) -1

31) (12 3)(4) / (1)1 =1

4 4 4
(4) | (1234)=(12)(23)(34) 3 o 3@1 0 @ (—1)4t = -1
1 2 3
(12) (23) (34)
4
(2,2) (12)(34) ; (—1)(~-1) =1
2
e

Ce tableau met en évidence deux catégories d’isométries : celles qui sont réalisables
dans notre espace tridimensionnel et celles qui ne le sont pas. En effet, réaliser la symétrie
associée a une transposition obligerait le tétraedre a se traverser lui-méme ; de méme, un
4-cycle reviendrait & enchainer trois symétries consécutives, et donc a ce que le solide se

traverse trois fois de suite. Nous qualifions ces isométries de non réalisables.

Le lecteur attentif aura remarqué que ces permutations ont pour signature —1, alors
que les isométries réalisables (I'identité, la rotation autour d’un axe passant par un som-
met et le centre de gravité du solide, et la rotation autour d’un axe passant par les milieux

de deux arétes opposées) ont une signature égale a 1.

Ainsi, la signature (dans le cadre du groupe symétrique) ou, de maniére équivalente, le
déterminant (en algebre linéaire) indiquent si la transformation de I’espace représentée par
une permutation/un endomorphisme, force l’espace a se traverser lui-méme : une valeur

négative signale précisément ce phénomene.

En définitive, A4 s’identifie au sous-groupe de &4 qui contient les isométries réalisables
du tétraedre. Ce point de vue géométrique éclaire bien mieux la structure de groupe de

cet ensemble qu’'une simple vérification des axiomes ne le ferait.



1.4 Le cas général : le simplexe

Définition 1.25. Soit B = (eq,...,e,11) la base canonique de R"*1. On définit le sim-

plexe régulier de taille n, noté A,,, comme ’enveloppe convexe de B.
Nous pouvons a présent généraliser le théoreme 1.23 a un n quelconque :

Théoréme 1.26.
On considére le morphisme
¢: (Isom(Ay),o) — (Sp41,0)

)

f — of

ot pour tout 1 <i <n+1, os(i) = j avec j vérifiant f(e;) = e;.

Le morphisme @ est bijectif.

Démonstration.
La preuve suit de pres celle du cas n = 3 : nous n’en détaillons donc que les points qui
different.

Surjectivité :

Comme en dimension 3, on a
Isom(A,) ~ Ext(A,),

de sorte qu'une isométrie de A,, est entierement déterminée par son action sur les seuls
points extrémaux.

Considérons alors la symétrie s € Isom(A,,) par rapport a ’hyperplan contenant e;,,...,e;
et le milieu de [e;,, €;,.,], ou 1 < iy # ... # ipy1 < n+ 1. Elle échange e;, et e;,,, tout
en fixant les n — 1 points restants.

Par le méme argument qu’en dimension 3, s correspond exactement & la transposition

(€in €inr) de &(Ext(Ay)), donc & (i int1) € Spg1.

Toute transposition de &,,41 est ainsi 'image par ¢ d’un élément de Isom(A,,). Comme

Tn41 engendre G,41 et que @ est un morphisme, la surjectivité de ¢ s’ensuit.

Injectivité :
Comme en dimension 3, tout f € ker ¢ fixe la base B de R™*!. Coincidant avec id sur B,
sa linéarité entraine alors que

f=id.
Ainsi ker p = {id}, et ¢ est injectif.
Le morphisme ¢ est donc bien bijectif. O

Comme précédemment, on en déduit le corollaire suivant :

10



Corollaire 1.27.

Les groupes Isom(A,,) et &,4+1 sont isomorphes.
Nous pouvons enfin conclure cette partie par le résultat tant attendu :

Théoréme 1.28.

Le groupe symétrique S 41 agit sur le simplexe A,,.

Démonstration.
Par construction, Isom(A,) ~ A,. Or, le corollaire 1.27 assure que les groupes &,,41 et

Isom(A,,) sont isomorphes, c’est-a-dire qu’ils se comportent de la méme maniére. Il est

S i)

des lors naturel d’écrire

11



Chapitre 2
Simplicité de A,

2.1 Simplicité d’un groupe

Définition 2.1. Soit G un groupe et H < GG. On dit que H est distingué dans G, et I'on
note H < G, si
Vh e H, Yg € G, ghg™ ' € H.

Autrement dit, H est stable par conjugaison par tout élément de G.

Définition 2.2. Soit G un groupe et e son élément neutre. G est dit simple si ses seuls

sous-groupes distingués sont lui-méme et {e}.

Remarque 2.3. Un groupe abélien G possédant au moins un sous-groupe non trivial ne

peut étre simple. En effet, pour tout sous-groupe non trivial H < G, on a
Vhe H, Vge G, ghg ' =g9'h=heH.

Tout sous-groupe non trivial H de G est donc distingué dans G, ce qui contrevient a la

simplicité.

Ces hypotheses — un groupe abélien possédant des sous-groupes non triviaux — ex-
cluent d’emblée la simplicité, mais elles restent tres fortes. Cherchons plutot un critére plus
fin, fondé sur le centre d’un groupe, c’est-a-dire I’ensemble des éléments qui commutent

avec tous les autres.

Définition 2.4. Soit G un groupe. On appelle centre de G, que ’on note Z(G), I’ensemble
Z(G)={h e G| Vg € G, gh=hg}.

Remarquons d’abord que I’élément neutre e de G appartient toujours a son centre,
puisque

Vg € G, ge = eg.

Mais une propriété bien plus intéressante se dégage :

12



Propriété 2.5.
Soit G un groupe, alors Z(G) est un sous-groupe de G.

Démonstration.
Nous avons déja vu que le neutre appartient & Z(G), cet ensemble est donc non vide.
Soient h,h1 € Z(G) et g € G. Alors :

e puisque hg = gh, on a g = h~'gh puis gh=' = h=1g, donc h™! € Z(G). Ceci assure
la stabilité par inverse de Z(G).

e en utilisant 'associativité de la loi de G, hhig = h(h1g) = hgh1 = (hg)h1 = ghhq,
donc hh; € Z(G). Ceci garantit la stabilité par produit de Z(G).

Ainsi Z(G) est bien un sous-groupe de G : | Z(G) < G| O

Nous en tirons enfin un critére de non-simplicité :

Proposition 2.6.
Soit G un groupe de neutre e. Son centre Z(G) est toujours distingué dans G. En parti-

culier, s’il n’est pas trivial, alors G est non-simple.

Démonstration.
Montrons d’abord que Z(G) est distingué dans G.
Pour g € G et h € Z(G), on a ghg™! = (gh)g~' = hgg~! = h € Z(G), d’ou le caractére

distingué de Z(G) dans G. Deux cas se présentent alors :
e Si Z(G) = G, G est abélien, ce qui est absurde au vu des hypotheses.

e Sinon, Z(G) est un sous-groupe strict de G, non réduit a {e}. G possede ainsi un

sous-groupe distingué non trivial : il est non simple.

O]

2.2 Lescasn=1, 2 et 3

Explicitons les groupes symétriques de tailles 1, 2 et 3 :

6 = {id}
Sy = {id, (12)}
&3 = {id, (12),(13),(23),(123),(132)}

ainsi que les groupes alternés associés :

Ay = A; = {id}
As = {id, (12 3),(1 3 2)}.

Les groupes A; et Ay n’ont manifestement aucun sous-groupe non trivial : ils sont donc

simples. Pour conclure sur Az, introduisons le théoréme suivant :

13



Théoréme 2.7 (de Lagrange).
Soit G un groupe fini. Soit H < G, on a |H| ‘ |G|. Plus précisément,

Gl = [H| x [H : G] = |H| x |G/H]|.

ot [H : G| représente l’indice de H dans G, soit (dans le cas fini) le nombre de classes
d’équivalence dans G pour la relation : *Ry <= x 'y € H. On retrouve ceci dans
la seconde égalité avec |G/H|, qui correspond eractement au cardinal de l’ensemble des

classes d’équivalence pour cette relation.

Soit H un sous-groupe de Aj : alors |H| ‘ | As| = 3, si bien que H est d’ordre 1 ou 3.
Ainsi H = {id} ou H = Aj : le groupe A3 n’a aucun sous-groupe non trivial, il est donc

simple.

2.3 Le cas n =4 : ’exception

2.3.1 Non-simplicité de A,

Le groupe alterné de taille 4 est le seul a ne pas étre simple. Pour 1’établir, nous allons
exhiber un sous-groupe distingué dans Ajy.

Explicitons d’abord 44, comme nous I’avons fait plus haut :

A4 :{lda
(123),(132),(124),(142),(134),(143),(234),(243),
(12)(34),(13)(24),(14)(23)}.

Il réunit I’identité, les huit 3-cycles et les trois doubles transpositions de Sy.

Le théoréme 2.7 permet de resserrer la recherche : comme |A4| = 12, un éventuel sous-

groupe a pour cardinal 1, 2, 3, 4, 6 ou 12.

On pose alors
Vi = {id, (1 2)(34),(1 3)(24),(1 4)(2 3)}.

Intuitivement, V; devrait bien former un sous-groupe, puisqu’il rassemble l'identité et

toutes les doubles transpositions.

Propriété 2.8.

L’ensemble V4 est un sous-groupe de Ay.

Démonstration.
Par définition, id € Vy, cet ensemble est donc non vide.
Posons 71 = (1 2)(3 4), 72 = (1 3)(2 4) et 73 = (1 4)(2 3). La composition fournit les
relations
o =(12)34)(13)(24)=(14)(23) =13

14



et de méme

T9 OT3 = T1
T3 0T1 = T2

ce qui garantit la stabilité de V4 par composition.

Par ailleurs, pour tout ¢ € {1, 2, 3},

7 =@ q)(rs)pq(rs) =(pq’(rs)=id* =id,

les 7; sont donc des involutions, et V4 est stable par passage a 'inverse.

Ainsi . O

Reste & savoir si V, est distingué dans Ay : c’est bien le cas.

Propriété 2.9.
Le sous-groupe Vs est distingué dans Ay.
Démonstration.
Soient g € Ay et h € V4.
e Si h =id, alors ghg™! = gg~! =id € V.
e Sinon, h = (i j)(k £), et

ghg " =g(i j)(k O)g~" = g(i j)g~'g(k O)g~".

r s
Or, pour toute transposition 7 = (p q) € T4 et g = ( b ¢ >,
9() g(a) g(r) g(s)

el (P @S 9(p) 9(@) g(r) g(s)\ _
grg (g(p) o) o) g(8)> (p Q)< b4 v S) (9(p) 9(q))-

Ainsi

ghg™ = (9(i) 9(7))(g(k) ().
Comme i # j # k # £ et que g est une permutation de {1,...,4}, on a g(i) # ... #
g(f). Des lors ghg™ = (g(i) g(j))(g(k) g(£)) est une double transposition, donc un

élément de Vy.
La conjugaison par un élément de A4 laisse donc V4 stable, ce qui prouve que . O
Nous obtenons enfin la propriété de A4 que nous cherchions :

Proposition 2.10.

Ay est non-simple.

Démonstration.
Le sous-groupe V; est distingué dans A4 sans étre réduit au neutre ni égal & A4 tout

entier : A4 est donc non-simple. ]
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2.3.2 Complément : le groupe de Klein

Cette partie met en lumiere le lien profond entre V, et le groupe de Klein.

Définition 2.11. On appelle groupe de Klein le groupe (Z/27Z x 7/27Z,+). Il comporte

quatre éléments que I'on peut expliciter :
id = (0,0), k1 = (1,0), kg = (0,1), ks = (1,1).

Observons 'effet de quelques opérations dans ce groupe :

k1 + k= (2,0) = (0,0) = id
ko + ko = (0,2) = (0,0) = id
ks + ks = (2,2) = (0,0) = id
ki1 +ko=(1,1)=(1,1) = k3
ko + ks = (1,2) = (1,0) = ky
ks + k1 =(2,1)=(0,1) = ko

Les éléments ki, ko et k3 sont donc tous d’ordre 2, et la somme de deux d’entre eux
distincts donne le troisiéme... c’est exactement le comportement du groupe V4 (voir la
propriété 2.8). En ce sens, le groupe de Klein et V4 sont isomorphes. Vy est simplement

une autre représentation visuelle de ce groupe incontournable.

2.4 Lecasn=>5

2.4.1 Corps finis

Dans toute cette section, ¢ désigne un entier naturel non nul.
Notation 2.12. On note F, le corps fini a ¢ éléments.

L’entier g doit toutefois remplir certaines conditions pour que [, existe; nous les

détaillons ci-dessous.

Notation 2.13. On note P I’ensemble des nombres premiers.

Proposition 2.14.
Soit p € P. Si q =p, alors Fy existe et

F, =F, = Z/pZ.

Démonstration.
Soit K un corps quelconque ayant p éléments, de neutre multiplicatif 1x et de neutre

additif Og. En additionnant successivement 1 a lui-méme, on forme ’ensemble :
S:{OK, g, 1x + 1k, 1K+1K+1K,...}

Ainsi, 'ensemble S est un sous-groupe du groupe additif (K, +). Par le théoréeme de La-

grange, |S| ‘ |K| = p € P. De plus, nous savons que S contient au moins deux éléments

16



distincts : Og et 1k, ainsi |[S| = p = |[K|] et § C K, d’'ou S = K. Finalement, 1 est
donc générateur de (K, +), ce qui en fait un groupe cyclique de cardinal p. Dés lors, on a

nécessairement

|K =F, = 2/pZ|

Il n’existe qu'un seul autre cas ou le corps a ¢ éléments existe.

Proposition 2.15.
Soitp € P, n € N* et P € F,[X] un polynome irréductible de degré n. Si q = p", alors I,

existe et

Démonstration.

Nous admettons ici que tout corps fini de cardinal ¢ = p™ se réalise uniquement comme
quotient de l’anneau des polynémes d’indéterminée X et a coefficients dans Z/pZ par
Iidéal engendré par un polynéme P irréductible dans Z/pZ[X] et de degré n. En revanche,
nous montrons que ce procédé constructif aboutit bien a un corps a ¢ = p™ éléments.

Montrons que [F,[X]/(P) est bien un corps :

Soit Q € Fy[X]/(P), Q # 0. On note @ un représentant de la classe Q. Par irréducti-

bilité de P, P et () sont premiers entre eux et on applique alors le lemme de Bézout :
3 (U, V) eF,[X]?, PU+QV =1
En passant aux classes on obtient :
PU+QV =1

= PU+QV =1

— PU+QV =1

— QV=1car P=0
Ainsi, nous avons trouvé un inverse multiplicatif V & @ dans F,[X]/(P). Finalement, tout
élément non nul de F),[X]/(P) est donc inversible, ce qui en fait un corps. Dénombrons-le.

Plus concretement, en tant qu’ensemble de restes lors de la division euclidienne par P, on

a
FP[X]/(P) = { an_anil + an_QXTHZ 4+ +a1 X +ag | (ao,al, . ,an_Q,an_l) S Fg}

Ainsi, il y a p choix pour ag, puis p choix pour aj, puis p choix pour ase, ..., et en-

fin p choix pour a,_1. Finalement, cet ensemble contient bien p™ = ¢ éléments, soit

‘ |Fp[X]/(P)| =p" =¢q ‘ Nous avons ainsi construit le corps Fj,.

O

Remarque 2.16. Une question naturelle qui émerge de cette construction : “est-ce que le

polynoéme P par lequel on quotiente a une importance ?”. Lors de la preuve, on observe que
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seuls le degré et l'irréductibilité de P sont déterminants, et aucunement ses coefficients.
En effet, du point de vue de la structure algébrique, on peut montrer de maniere analogue
que le corps [, construit a toujours une structure de Z/pZ-espace vectoriel. Quel que soit
le polynéme P par lequel on quotiente (du moment qu’il est de degré n et irréductible
dans Z/pZ[X]), on obtiendra un corps fini & ¢ = p” éléments. On notera que dans la
pratique, un choix astucieux du polynéme P est judicieux, afin de simplifier les divisions

euclidiennes de polyndémes & effectuer. En somme, le choix de P importe, mais pas trop.

2.4.2 Caracteére isomorphe de SLy(F,) et A;

Pour établir la simplicité de A5, nous cherchons un groupe qui lui est isomorphe et
plus commode a étudier. Un groupe de matrices s’impose naturellement, leur classification
étant bien maitrisée grace a la réduction de Jordan. La propriété suivante servira de point

de départ a cette recherche. Dans la suite, n désigne un entier naturel et K un corps.

Action naturelle de GL,(K) et fidélité

Propriété 2.17.

Le groupe linéaire GLy,(K) agit naturellement sur K™.
Introduisons a présent un ensemble crucial pour la suite.

Définition 2.18. On définit 'espace projectif de I'espace vectoriel K™ par
P 1K) = {Vect(X) | X € K", X # 0}.

Il correspond a I’ensemble des droites vectorielles de K.

On peut alors affiner 'action du groupe linéaire : elle se restreint en fait a 1’espace

projectif associé au corps de base.

Propriété 2.19.
L’application
¢: GL,(K)x P YK) — P (K)
(M, d) — M-d= Md

est une action de GL,,(K) sur P"~}(K).

Démonstration.
On vérifie les axiomes de la définition 1.22. Soit d € P"~}(K), alors il existe X € K" tel
que d = Vect(X). On a alors :

i) o(I,,d) = I, Vect(X) = Vect(I,X) = Vect(X) = d.
ii) Soient M, N € GL,(K), alors

M-(N-d)=M - (N Vect(X)) =M - Vect(NX) = Vect(MNX) = (MN) - d.
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Pour la suite, on considérera plutdt le morphisme

¢: GL,(K) — &P Y(K))
M — o(M)

qui vérifie VM € GL,(K), Vd € P }K), ¢(M)(d) = p(M,d).

Cette action est loin d’étre fidele : par exemple, dilater ou contracter une droite par
une homothétie de rapport A la laisse inchangée. Cherchons donc a identifier le noyau de

I'action.

Lemme 2.20.
Le noyau de ¢ est l'ensemble des homothéties de 4, (K). Autrement dit,

ker ¢ = {A,, A € K*}.

Démonstration.

On note H = {\I,, A € K*} et 'on procede par double inclusion.

Soit M € H, ainsi il existe A € K* tel que M = \I,,. Soit d € P !(K), et 'on note
d = Vect(X) avec X € K", il vient :

d(M)(d) = p(M,d) = Md = X\, Vect(X ) = Vect(A[,,X) = Vect(X) =d

Ainsi, pour tout d € P""}(K), ¢(M)(d) = d, d’ot (M) = idpn-1(x) et M € ker ¢.
Finalement, .

Réciproquement, soit M € ker¢. Ainsi, pour tout d € P" 1K), ¢(M)(d) = d,
ie. (¥). On singularise alors une droite vectorielle d quelconque en posant
d = Vect(X) avec X € K". Ainsi, (x) donne M Vect(X) = Vect(X), soit Vect(MX) =
Vect(X), et il vient alors :

MX € Vect(MX) = Vect(X) = IAx € K, MX = xX

Ce résultat étant établi pour une droite vectorielle d quelconque et donc pour un vecteur

directeur X quelconque, on obtient :

VX € K", Iy €K', MX = AxX | (%%)

ce qui permet alors de montrer que M est une homothétie.

On note B = (ey, ..., €,) la base canonique de K" et v ’endomorphisme canoniquement
associé a M.
D’une part, par (%), pour tout ¢ € {1,...,n}, il existe \; € K* tel que u(e;) = Aje;. D’autre
part, par (%) a nouveau, il existe A € K* tel que :
n n
U(Z ei) = A Z e
i=1

=1
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La linéarité de u donne alors :

n n n

Z)\ei = )\Zei = U(Z ei) = Zu(ei) = Z)\iei = Vic{l,..,n}, \i=\
i=1

=1 =1 =1 1=1

par unicité de la décomposition de tout vecteur dans la base B. Finalement, pour tout

i € {1,...,n}, u(e;) = Ae;, et u coincide donc avec Aidgn sur la base B. Par linéarité de
u, on conclut finalement © = Aidg» et donc ; d’ou M € H et

Par double inclusion, ‘kergi) =H ={\,, € K"} ‘ O

Pour poursuivre, nous avons besoin d’un résultat important sur le noyau d’un mor-

phisme de groupes.

Propriété 2.21.
Soit G un groupe et H < G. H est distingué dans G si et seulement s’il existe F' un groupe

tel que H soit le noyau d’un morphisme de groupes de G vers F'.

Démonstration.

On raisonne par double implication.

Supposons d’abord qu’il existe F' un groupe tel que H = kery, ou ¢ est un
morphisme de groupes de G vers F. Soit h € H, soit g € GG, on obtient :

e(ghg™") = o(9)p(h)p(g™") = (g)p(g") car h € ker ¢

Or, p(9)p(g™") = (99~ ") = plec) = er. Ainsi, p(ghg™') = er et ghg™" € kerp = H.
Finalement, pour tous g € G,h € H, ghg~! € H, et .

Réciproquement, on suppose H < G. On pose alors F = G/H, qui a bien une

structure de groupe car H est distingué dans G, et :

m:G— G/H
g— gH

le morphisme de projection canonique. De plus,
gekerm <= 7(g9) =eqy = gH=H < g€ H

ce qui assure | H = ker 7

Nous pouvons maintenant considérer le quotient suivant.

Définition 2.22. On définit le groupe linéaire projectif comme
PGL,(K) = GL,(K)/ ker ¢.

En effet, de par la propriété 2.21, ker ¢ < GL,,(K), et cet ensemble quotient a donc bien

une structure de groupe.
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On obtient alors que le morphisme

¢: PGLy(K) — &P Y(K))
M = (M)

est injectif : autrement dit, 'action associée est dorénavant fidele.

Corps a quatre éléments

Construisons maintenant le corps a quatre éléments, qui jouera un role central dans la
suite.

Plagons-nous dans Fy[X]. On vérifie aisément que le seul polynéme irréductible de
degré 2 dans cet anneau est X2+ X 4 1. La proposition 2.15 fournit alors le corps a quatre

éléments :

Fy =F[X]/(X2+ X +1)={0, 1, w, w?}

ot w est défini par la relation w? + w + 1 = 0, soit w? = w + 1.

Nous pouvons alors dresser les tables d’addition et de multiplication de F4, en gardant

a Pesprit que 'on travaille en caractéristique 2, le corps de base étant Z/27Z.

o1 w]e]
0 0 1 | w | w?
1| 1]0 || w
w w w20 1
Wl Ww? | w 1 0
< Jolt e e
0100 0|0
1 (0] 1| w|w
w |0 w|w?]| 1
W olw?] 1 w

Maintenant que le comportement de F4 est connu, intéressons-nous a ’ensemble de ses

droites vectorielles : P!(FF4), composé des éléments suivants :
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0 1 w w?

Ces droites sont au nombre de cing, d’ou
S(PY(Fy)) = &s.
Dans le cas n = 2, ce qui précede se réécrit alors par : le morphisme

w: PGLQ(F4) — 65
M (M)

est injectif.

Isomorphisme entre SLy(F,) et A;

Il reste a simplifier ’espace de départ, peu maniable et intuitif en tant que groupe de

classes d’équivalence. SLo(IF4) apparait comme un bon candidat : ¢’est un sous-groupe de

GL2(F4), et sa condition d’existence basée sur le déterminant se fond dans un contexte

de dilatation ou de contraction de droites. On peut aussi remarquer, comme souligné plus
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haut, que le déterminant est aux matrices ce que la signature est aux permutations. Le
groupe alterné étant le noyau de la signature, il vient naturellement a 'idée d’étudier son

homologue, le noyau du déterminant.
On considere donc le morphisme

¢sL: SLa(Fy) — &5
M —  ¢sn(M)
associé & Daction de SLg(F4) sur P(Fy).

Définition 2.23. On définit le groupe spécial linéaire projectif en dimension 2 sur le corps
F4 comme

PSLy(Fy) = SL(F4)/ ker dsL..

En tant que noyau, de par la propriété 2.21, ker ¢g1, est bien distingué dans SLy(F4), ce

qui assure une structure de groupe au quotient.

Il s’avere alors que ker ¢gp, contient tres peu d’éléments, un seul en réalité, ce qui est

naturel au vu de la structure de SLa(Fy).

Propriété 2.24.
Les groupes PSLy(Fy) et SLa(Fy) sont égaux.

Démonstration.
En se référant & la définition 2.23 de PSLy(F4), il suffit de montrer que

ker ¢g1, = {12}

Soit M € ker ¢gr,, puisque SLa(F4) C GL2(FF4) le lemme 2.20 s’applique et 1’on obtient

A0
INEF;, M= .
0 A

De plus, M € SLy(F4) donc det(M) = 1 = A2. Cela nous conduit & résoudre A2 — 1 = 0,

ce qui donne

N—-1=0
= A+1DA=-1)=0
— (A-12=0

— =1

Ainsi M = I et ker ¢g1, = {I2}, ce qui donne finalement :

‘PSLz(FQ = SLa(FFy) ‘
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Pour atteindre la simplification attendue, nous devons maintenant dénombrer les en-

sembles dont nous traitons.

Propriété 2.25.
Les groupes linéaire, linéaire projectif et spécial linéaire ont pour cardinal
| GLo(Fy)|

|GLy(Fa)| =180 et | PGL(E4)| = | SLo(Ey)| = =3~ = 60.

Démonstration.

Il est important de noter que I'on peut assimiler les colonnes d’une matrice inversible a
des vecteurs constituant une base de ’espace ambiant. Ainsi, déterminer le nombre de
bases du Fy-espace vectoriel F5 revient & dénombrer les matrices carrées inversibles de
taille 2 a coefficients dans F4. Pour la premiere colonne, nous pouvons prendre n’importe
quel vecteur non nul de F7 : il y en a 15. Pour le second vecteur, il s’agit d’en choisir un
non colinéaire au premier, il y a donc 12 choix. Ceci fait bien un total de 15 x 12 = 180

madtrices.

Quant a SLy(Fy), a toute matrice M de déterminant 1 on peut associer trois matrices
distinctes de GLa(FFy) : elle-méme, de déterminant 1; wM, de déterminant w?; et w?M,

de déterminant w. D’ou :

GLy(F 180
| GLa(F4)| = 3| SLa(F4)| = ||SLa(F4)| = |23(4)’ =5 =600

Pour conclure quant au cardinal de PGL2(Fy), il faut comprendre comment sont construites
les classes d’équivalence qui le composent. Deux matrices P et () dans la méme classe
A € PGLy(Fy) vérifient :

PRQ <= P 'Qckery ={\, N€F;} = Q=\P, \€ Fj

La classe d'une matrice M € GLg(F4) donnée sera donc composée de M, wM et w?M.

Plus formellement, si on considére le morphisme
(Z) : GLQ(F4) — 65 N

défini a partir de ¢ (énoncé en dessous de la propriété 2.19) dans le casn = 2 et K = [Fy, son
noyau est caractérisé par le lemme 2.20. Ainsi, ker ¢ = {\o | A € Fi} = {I», wly, w’l5}.

On en déduit que |ker ¢| = 3 et le théoréme de Lagrange 2.7 nous permet de conclure :

~ Lo(TF 1
ker )| 3

O]

Armés de ces cardinaux, nous pouvons conclure quant a la simplification tant espérée.
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Propriété 2.26.
Les groupes PGLa(Fy) et SLao(Fy) sont isomorphes.

Démonstration.
I1 s’agt alors d’exhiber un isomorphisme entre PGL2(F4) et SLa(F4). Pour cela, nous allons

commencer par montrer que tout élément de F4 est un carré.
e (0 et 1 sont leur propre carré.
e Puisque w? = 1, on obtient que w = w* = (w?)2.
e w? est simplement le carré de w.

Ainsi, pour tout A € Fy, il existe p € Fy tel que A = p2. Remarquons de plus que tout

élément de [} est d’ordre 3, 1’égalité précédente devenant A2 = p en élevant au carré.

On considere alors 'application
(ol PGL2 (IF4) — SLQ(]F4)

qui & une classe M, dont on note M un représentant, associe N = )%MM , ou Aps est défini
par la relation A3, = det(M), soit Ay = det(M)?. Vérifions que N est de déterminant 1 :

=1

det(N) = det <)jwM) - A% det(M) = 322% §

Ainsi, 'application ¢ arrive bien dans SLa(FFy).

Soit alors M € PGLy(F4), montrons que (M) ne dépend pas du représentant A € M

choisi. Soit k € F}, kM est un élément quelconque de la classe de M et

- 1 1 1 1 1
Neat det(kM)? le* det(M)2 det(M)2 Y

Ainsi, ¢(M) ne dépend pas du représentant choisi et la bonne définition de I'application

est assurée.

De plus, ¢ est un morphisme. Afin de montrer ce point, on considére P, Q € PGLy(Fy),
dont on note P et () des représentants. Par définition du produit dans le groupe quotient,

le produit des classes donne

P-Q="PQ
En appliquant ¢, )
PP+ Q)= p(PQ) = 1 PQ.
PQ
En utilisant Apg = det(PQ)?, on obtient
1 1 1 1

PQ="PLlQ=y(P1Q

EPQ - det(PQ)2PQ ~ det(P)2det(Q) Ap AQ

Finalement, | (P - Q) = ¢(P)p(Q) | et ¢ est bien un morphisme.
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Montrons maintenant qu’il est injectif.
Soit M € kery, alors (M) = I. Par définition de o, M est colinéaire & I (via le
rapport Ay € FF}), et ces matrices appartiennent donc a la méme classe d’équivalence
dans PGLy(Fy4). Ainsi, M = I, et

ker — {12}

Le morphisme ¢ est donc injectif, et ceci couplé a la propriété 2.25 (les ensembles de
départ et d’arrivée ont méme cardinal) montre que ¢ est un isomorphisme de groupes.

Finalement,

[PGLy(Fy) ~ SLy(Fy) |

O

Forts de ce résultat, on constate que les morphismes ¢sr, et 1) se comportent de la

méme maniere, si bien que

(bSL: SLQ(]F4) — 65

est lui aussi injectif.

Il s’agit maintenant d’identifier I'image du morphisme ¢gz, afin de conclure a un iso-
morphisme de groupes. Pour cela, nous combinons plusieurs résultats antérieurs avec le

théoréme suivant :

Théoréme 2.27 (Premier théoréme d’isomorphisme).
Soient G et H deux groupes, et f : G — H un morphisme de groupes. Alors f induit un
isomorphisme

f:G/ker f —Im f
En conséquence, dans le cas de groupes finis, on a la relation
|G/ ker f| = |Im f].

En combinant cette conséquence avec le théoreme 2.7, on obtient pour notre morphisme

PsL que
|ker¢5L| X |Im¢>3L| = |SL2(F4)|.

Or, ¢gr, est injectif, donc ker pg;, = {I2} et | ker pgr| = 1. Il vient donc
[Im ¢5| = [SLa(Fy)|.

La propriété 2.25 donne alors | Im ¢g7,| = 60, ce qui fait de Im ¢ g7, un sous-groupe d’indice
2 de &5 — tout comme As...
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Lemme 2.28.
Si H est un sous-groupe de &,, d’indice 2, alors H = A,,.

Démonstration.
Puisque H est d’indice 2,
|6,/ H| = 2.

Il existe donc deux classes possibles dans I’espace quotient, H et T = &,,\H.

Soit o € &,,/H, dont on note o un représentant. Ainsi,

e sice H,
cH=H
Ho=H
esiceld,
cH=T
Ho=T

Dans tous les cas, les classes a gauche et a droite sont égales, i.e. pour tout 0 € G,,, cH =
Ho, et donc
Vo €&, cHo ! =H,

ce qui assure que H est distingué dans &,. Par la propriété 2.21, H est donc le noyau
d’un morphisme de groupes
®: 6, — Imo

surjectif par construction. En combinant a nouveau le théoréeme de Lagrange 2.7 et le

premier théoréeme d’isomorphisme 2.27, on obtient la relation
| Im @ x |ker @| = |S,,].

Or, ker ® = H et on peut alors réécrire la relation précédente en

S0l

| Im ®| =
|H|

=16,/H|=2.
Puisque Im @ est un groupe et qu’il est de cardinal 2, nécessairement
Im® =7/27,

et ® est alors un morphisme de groupes surjectif de &,, dans Z/2Z. La propriété 1.14 nous

assure finalement que ® = ¢ et donc

H:kerszAn‘.

Nous pouvons maintenant conclure quant a l’isomorphisme :
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Proposition 2.29.
Les groupes SLa(Fy4) et As sont isomorphes.

Démonstration.

Nous avons établi précédemment que le morphisme de groupes
¢sr: SLa(Fy) — &3

était injectif. De plus, on a montré que |Im ¢gr| = 60, ce qui en fait un sous-groupe

d’indice 2 de G5. Le lemme 2.28 nous assure alors que

Im ¢g, = As,
et donc
¢SL : SLQ(]F4) — .A5
est bijectif, ce qui conclut quant & I’isomorphisme ‘ SLa(Fy) ~ As ‘ O

Il est maintenant important de faire un pas en arriere et de contempler le chemin
parcouru. Initialement, nous nous étions intéressés au groupe GLo(Fy), car il agit sur
PY(Fy) = {Vect(X) | X € F3, X # 0}, qui correspond & ’ensemble des droites vectorielles
du plan F%, au nombre de 5. L’action de ce groupe consiste & envoyer une droite vectorielle
sur une autre, ce qui fait naturellement penser au groupe symétrique S5, qui a pour
vocation de permuter des éléments entre eux. Malheureusement, cette action n’est pas
fidele, car faire agir deux matrices distinctes, mais colinéaires, sur la méme droite vectorielle

d donne le méme résultat.

En ce sens, on passe au quotient afin d’éliminer les redondances, regroupant par classes
d’équivalence les matrices de GLa(F4) qui sont identiques a homothétie pres, c’est a dire
colinéaires. Ceci donne naissance au groupe PGLy(IFy4). L’action de ce groupe sur P!(FFy) est
dorénavant fidele, et correspond alors bien mieux au comportement du groupe symétrique
S5. Cependant, en tant que groupe de classes d’équivalence de matrices, PGLa(IFy) est

peu manipulable, on cherche donc a lui trouver un groupe isomorphe plus intuitif.

En dénombrant PGL2(FF4), on trouve 60 classes d’équivalence distinctes. Dans le contexte
ambiant de groupe symétrique, ceci fait naturellement penser au groupe alterné As, lui
aussi de cardinal 60. En tant que noyau du morphisme signature €, on considere alors son
pendant matriciel, le noyau du déterminant : SLy(F4). Finalement, I'intuition se révele

étre juste, comme en témoigne la tres belle relation :

[PGLy(Fy) ~ PSLy(F4) = SLs(Fs) ~ A; |

2.4.3 Simplicité de SLy(Fy)

La proposition 2.29 permet d’étudier SLy(IF4) plutot que As pour établir la simplicité
de ce dernier. Il suffit alors de montrer que SLo(FF4) n’admet aucun sous-groupe distingué

non trivial. Commencgons par une caractérisation des sous-groupes distingués :
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Propriété 2.30.
Soit G un groupe et H < G. Pour tout élément x € G, on note Conj(z) = {gzg™! | g € G}
sa classe de conjugaison dans G. Soit E un systéme de représentants de ces classes, et

Uon pose F'= ENH. On a alors I’équivalence suivante :

H est distingué dans G <= H est une réunion disjointe de classes de conjugaison de

G, ou plus formellement :

H = |_| Conj(z)

zeF
Démonstration.

On montre le résultat par double implication.
Supposons d’abord que H soit distingué dans G. Ainsi,
Vg € G,Vh € H, ghg~! € H.
En revenant a la définition d’une classe de conjugaison, on peut alors affirmer que
Ve e F C H, Conj(z) C H

et ainsi | |,cp Conj(z) C H.

Pour montrer ’autre inclusion, on considere h € H. Par définition du systeme de représen-
tants F, il existe un unique € E tel que h € Conj(z). Puisque H est distingué, il est stable
par conjugaison, donc la classe entiere de = (qui contient notamment z) est incluse dans
H. Ainsi, x € H. On en déduit que x € EN H = F. Par conséquent, h € | |, Conj(x),

ce qui prouve 'inclusion H C | |, Conj(z). Finalement, par double inclusion

H = |_| Conj(z) |-

zeF

Supposons maintenant que H = | |, Conj(z). De nouveau, par définition d’une

classe de conjugaison,
Vg € G, Yz € F, gConj(z)g~* = Conj(z),

et donc H est stable par conjugaison, ce qui montre qu’il est distingué dans G.
O

Forts de cette caractérisation, nous allons donc chercher a identifier des classes de

conjugaison, et notamment leur cardinal. Le corollaire suivant s’averera tres utile :

Corollaire 2.31.
L’on reprend les notations précédentes et on suppose dorénavant G fini. Si H est distingué
dans G, alors |[H| =3 cr | Conj(z)].
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Couplé au théoreme 2.7, ce résultat montre qu’un sous-groupe distingué de SLo(Fy)

ne peut exister que si une somme de cardinaux de classes de conjugaison — incluant
nécessairement la classe réduite a l'identité, puisqu’on veut un sous-groupe — divise
| SLy(F4)| = 60.

Vue comme une action de groupe de G sur H, la conjugaison a pour orbites les classes
Conj(x) (pour x € F') définies ci-dessus et pour stabilisateurs les commutants des repré-

sentants. En effet,
Vo € F, Stab(z) = {g € G | grg ' =2} = {g € G | gz = 29} = Com(z).

La formule des classes se reformule alors dans notre cadre :

Proposition 2.32.
Soit G un groupe. Pour tout élément x € G, on note Conj(x) = {gzg~' | g € G} sa classe

de conjugaison dans G. Soit E un systéme de représentants de ces classes. On a alors
Vo € E, |G| = | Conj(z)| x | Com(z)].
Remarque 2.33. Dans le cas de nos matrices, le commutant d’un élément M € SLy(Fy) est
Com(M) ={N € #,(Fy) | MN = NM},

ol N n’est pas nécessairement inversible. Comme 1’on conjugue M par une matrice de

SLa(F4), ce qui nous intéresse en réalité est
Com (M) N SLa(Fy),

noté Com™ (M) et appelé commutant inversible. Pour G = SLy(Fy), la proposition 2.32 se

réécrit alors :

VM € E, |SLy(Fy)| = | Conj(M)st| x | Com* (M)|

Ainsi, comme nous connaissons le cardinal de SLy(Fy) et qu’il est plus aisé de déter-
miner (et donc a fortiori de dénombrer) des commutants inversibles que des classes de
conjugaison, nous allons judicieusement partitionner SLo(IF4) afin de déterminer les com-
mutants. Nous employons pour cela la réduction de Jordan, en distinguant les formes pos-
sibles du polynéme caractéristique. Cependant, le raisonnement étant effectué sur SLa(Fy),
nous devons préalablement montrer que la forme normale de Jordan est atteignable par

conjugaison par un élément de SLy(Fy).

Propriété 2.34.
Soit A € SLy(Fy), alors ses classes de conjugaisons dans GLa(F4) et SLa(F4) sont égales.

Autrement dit,

Conj(A)gr, = {PAP™! | P € GLy(Fy)} = {QAQ ™" | Q € SLy(F4)} = Conj(A)sr.
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Démonstration.

On raisonne par double inclusion, en notant que l'inclusion réciproque est immédiate :
toute matrice @ de SLa(F4) étant une matrice de GL2(F4), QAQ~! € Conj(A)gL. 1l reste
donc & montrer que Conj(A)gr, C Conj(A)sr,.

Soit B € Conj(A)qr, il existe ainsi P € GLy(Fy) tel que B = PAP~!. En réutilisant
le fait que tout élément de Fy est un carré (montré a la propriété 2.26), il existe \ € [}

tel que A\? = det(P). On pose alors Q = 1 P, et un rapide calcul donne :

1
X2

_ det(P)

det(Q) det(P) = det(P)

=1,

ce qui assure @) € SLy(Fy).

De plus, on remarque que QAP~! = %P)\P*1 = I, ce qui donne Q! = AP~ L
Finalement, .
QAQ ! = XPAAP—1 =PAP'=B

Ainsi, B = QAQ ™" avec Q € SLy(F,), ce qui permet d’affirmer que B € Conj(A)sy, et de

conclure quant a 1’égalité

| Conj(A)ar, = Conj(A)g |

O]

Remarque 2.35. L’égalité des classes de conjugaison étant établie, on ne précisera plus le
groupe par lequel on conjugue (sauf si nécessaire). On adopte alors la notation générale,
pour A € SLy(Fy) :

Conj(A)

Nous pouvons maintenant réduire sur SLy(IF4) sans danger. Reprenons ot nous nous
étions arrété : étant de degré 2, le polyndme caractéristique d’une matrice A € SLa(FFy)
peut étre :

e scindé a racine double

e scindé a racines simples

e irréductible sur Fy[X]

Nous explorons donc ces trois cas pour dégager les formes normales de Jordan possibles
dans SLy(F4), ainsi que les commutants inversibles associés. Notons que pour x4 irréduc-

tible, on ne peut pas utiliser la réduction de Jordan puisque celle-ci nécessite d’avoir un

polynoéme caractéristique scindé. Nous utiliserons alors un passage dérobé...
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x4 est scindé a racine double
Dans ce cas, il existe A € Fy tel que x4 = (X — )%, d’out Sp(4) = {\} et det(A4) =
1 = A\2. Le corps de base étant Z/27Z,
AN —1=0
= A-1DA+1)=0
— (A-12=0
— A—-1=0

— =1

ce qui assure que x4 = (X —1)2.

Si A = I, sa forme de Jordan est elle-méme :

A12A2<1 0)7
0 1

et son commutant inversible est Com™ (A;) = SLo(F4). Le cardinal de la premiére classe

de conjugaison est donc

_ | SLa(Fy)|

— 22yl
| SLa(IF4)|

| Conj(Ay)]

Sinon, A # I et sa forme normale de Jordan est

11
Ay = .
Identifions son commutant.

Soit M = <a
C

L R O [ B R G

ce qui nous amene au systeme

b
d) € Com(Ay) : alors M Ay = AsM, c’est-a-dire

a=a+c

a+b=b+d a=d
<

c=c c=0

d=c+d

b
On obtient ainsi I'inclusion Com(As) C { (g )
a

a,b e ]F4}, et l'inclusion réciproque
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se vérifiant par un calcul rapide, on conclut alors

Com(Az) = { (g Z)

Pour obtenir le commutant inversible, il suffit d’ajouter une condition sur le déterminant :

ComX(Ag):{<g Z) a,b e Fy, a2:1}:{(; i) ’beh}.

Il y a ainsi 4 choix pour le coefficient b, d’ou

a,be IF4}

| Com™ (A2)| =4

On en déduit le cardinal de la classe de conjugaison de Aj :

‘ | SLa(Fa)| 60
A = T (A~ 4 P
| Conj(Az)| |Com™(A2)] 4 ’

x4 est scindé a racines simples

Il existe ici A\, € Fy distincts tels que xya = (X — A\)(X — p) : la matrice A est
donc diagonalisable, avec la condition det(A) = 1 = Au sur le déterminant. La table

de multiplication de Fy dressée plus haut (sous la définition 2.22) montre que les seules

{)\ w {)\:w2
ou
[ 2 _

w p=w
01 1
De plus, en posant P = L o) ona P™' = Petdet(P) = —1 =1 (le corps de base

possibilités sont

étant toujours Z/27Z), et donc P € SLa(F4). On remarque alors :
w 0 w? 0
,| =P p!
0 w 0 w
Les deux matrices diagonales possibles ici appartiennent donc a la méme classe de conju-

w 0
Aa =
= (5 %)

pour représenter cette classe. Penchons-nous maintenant sur son commutant.

Soit M = (

gaison. Nous conservons

b
¢ d) € Com(As3) : alors M Az = AsM, d’ou

c
a b w 0 w 0 a b aw  bw? aw  bw
= — g s
c d 0 w? 0 w? c d cw  dw? cw?  dw?
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ce qui donne
bw =" bw—1)=0
=
c=cw clw—1)=0
or,w—1=w+1=w?+#0,donc b= c=0. Comme précédemment, nous avons établi une

inclusion, la réciproque se vérifiant elle aussi par un rapide calcul. On a ainsi

Com(A3) = { (g 2)

Le commutant inversible s’obtient en ajoutant une condition :

2
ComX(AS):{<g 2) a,d €Ty et ad:l}:{b, (LS “?2>’<0:) 2>}

Le cardinal s’en déduit aisément :

a,d € F4}.

| ComX(A3)| =3
et avec la formule des classes :
. | SLo(Fy)]| 60
C A3)| = ———F— = — =20\

x4 est irréductible

Comme x4 est unitaire et que son coefficient constant est (—1)? det(A) = det(4) = 1,

il existe o € Fy tel que
xa=X?+aX +det(4) = X2+ aX + 1.

Il reste donc a déterminer les valeurs de « pour lesquelles x 4 est irréductible.
esia=0, xya=X?+1=X?-1=(X+1)(X—1)= (X +1)% et xa n’est donc pas
irréductible
esia=1, ya= X%+ X + 1. Comme vu précédemment, w est racine de y 4, il n’est

donc pas irréductible.

2

e si « = w ou a = w?, on vérifie que les deux polynémes possibles sont sans racine

dans Fy. Ainsi, puisqu’ils sont de degré 2, ils sont irréductibles sur Fy[X].

Le cas irréductible admet donc deux polyndémes caractéristiques possibles. Nous choisissons

alors un représentant de leur classes de conjugaison respectives :

w 1 w? 1
Ay = et As = .
Remarque 2.36. On vérifie par un rapide calcul que x4, = X2 +wX + 1 et x4, = X2 +
WX +1.
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Pour déterminer les commutants associés & Ay et As, nous utilisons un résultat d’iso-

morphisme.

Lemme 2.37.
Soit A € SLy(Fy4). Si x4 est irréductible, alors

Com(A) =~ F4[X]/(xa)-

Démonstration.

Pour établir le résultat, raisonnons sur u, 'endomorphisme de F3 canoniquement associé

a A.

Par hypothese, x, est irréductible, ce qui implique que u est un endomorphisme cy-
clique. Ainsi, il existe z € F3 \ {0} tel que (z,u(z)) forme une base de F3. Soit alors
v € Com(u). Par ce qui précede, il existe (a, 3) € F? tel que :

v(x) = ax + Pu(z)

et donc en posant P, = a4+ X,

Ainsi v et P,(u) coincident sur la base (x,u(z)) : ils sont donc égaux sur F? tout entier.

Nous avons ainsi montré que
Vv € Com(u), IP € Fy[X], v = P(u).
On peut alors affirmer que le morphisme d’anneaux

o (Fy[X],+,x) — (Com(u),+,0)
P — P(u)

est surjectif.

Soit P € ker g, alors ¢(P) = P(u) = 0 (r2). Autrement dit, kery n’est autre que
I'idéal (de F4[X]) des polynomes annulateurs de u ; il est donc engendré par 7, le polynéme
minimal de u. De plus, par le théoreme de Cayley-Hamilton, x,(u) =0 < (r2) et donc Tu| Xu-

Xu étant ici supposé irréductible, on conclut m, = x,. Finalement,

ker Y= (Xu)
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Par le premier théoréme d’isomorphisme 2.27, on peut alors conclure que
¢: Fa[X]/(xu) — Com(u)
est un isomorphisme d’anneaux. En revenant aux matrices, on conclut finalement :
Com(A) ~ F4[X]/(xa)-

O]

Remarque 2.38. Puisque x4 est un polynéme irréductible de F4[X], F4[X]/(xa) est un
corps, et donc Com(A) aussi! Ainsi, on a directement que tout matrice non nulle de

Com(A) est inversible pour x.

I1 ne reste plus qu’a dénombrer les éléments de F4[X]/(x ), puis nous conclurons quant
au cardinal des commutants inversibles de A4 et As. Comme on I’a déja vu a la proposition

2.15, le quotient peut s’écrire

Fa[X]/(xas) = Fa[X]/(xa5) = {a+0X [ a,b € Fy, }.

Il comporte donc 4 x 4 = 16 éléments. En retirant 0 pour ne conserver que les inversibles,

la remarque 2.38 donne alors
|Com(A4) N GLQ(]F4)| == | COIIl(A5) N GLQ(F4)’ =16—-1=15.

Cependant, nous avions I’habitude de chercher Com™ (A4) et Com™(As), qui sont définis
comme les commutants intersectés avec SLy(F4)! Contrairement & ce que l'on pourrait
croire, ce n’est pas génant ici, nous allons emprunter une voie alternative... On a vu
précédemment que les classes de conjugaison d’une matrice de SLy(F,4) sont égales, qu'on
conjugue dans GLy(F4) ou dans SLa(F4) (a la propriété 2.34). Nous pouvons alors utiliser

la formule des classes avec GLy(F4) comme groupe ambiant :

| GLa(F4)| _ 180 _

i(A - i(A - - o
| Comj(As)ar| = [ Comj(As)cr | Com(Ay) N GLy(Fa)| ~ 15

Et enfin par égalité des classes de conjugaison :

|| Conj(A4)| = | Conj(4s)| = 12

Simplicité de SLy(F,)

Nous avons établi que les cardinaux possibles pour la classe de conjugaison d’une

matrice A € SLy(F4) forment la famille
xr1 = 1, Tro = 12, xr3 = 12, T4 = 15, Ty = 20,

et que ceux-ci vérifient bien x1 + x2 + 23 + x4 + v5 = 60 = | SLa(F4)|. Ceci nous assure

que la relation de conjugaison partitionne bien I'ensemble SLa(Fy).
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Soit H un sous-groupe distingué de SLo(FF4). D’une part, H est une réunion de classes
de conjugaison (voir propriété 2.30); d’autre part, en tant que sous-groupe, il contient
Iidentité I5, et donc la classe de conjugaison de Is tout entiere. Or, cette classe est réduite
a {I}, c’est-a-dire la classe de cardinal x; = 1. Il existe donc une partie F' C {2,3,4,5}

telle que
|H| =1+ Z z;.
1€EF
Par ailleurs, le théoréme de Lagrange 2.7 impose que |H| divise | SLy(F4)| = 60.
11 suffit alors de confronter ces deux contraintes. Enumérons toutes les valeurs que peut
prendre |H| selon les classes ajoutées a {I2} (les deux classes de cardinal 12 jouant des

roles interchangeables), et vérifions a chaque fois si 60 devient divisible :

Cardinal des classes ajoutées a {Io} | |H| | |H| divise 607
0 1 oui
12 13 non
15 16 non
20 21 non
12 412 25 non
12+ 15 28 non
12 + 20 33 non
15420 36 non
124+ 12415 40 non
124+ 12420 45 non
124+ 15420 48 non
12+12 415420 60 oui

Aucun cardinal ne convient, mis & part 1 et 60, ce qui indique qu’aucun sous-groupe
non trivial et distingué dans SLa(F4) ne peut exister. Nous arrivons alors finalement au

résultat attendu.

Théoréme 2.39.

Le groupe SLa(FFy) est simple.
2.4.4 Conclusion

On a montré dans la partie précédente que SLy(F4) est un groupe simple. L’isomor-

phisme exhibé a la proposition 2.29 permet alors de conclure quant & la nature de As.

Théoréme 2.40.

Le groupe alterné As est simple.
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Cette propriété conclut ’étude de la simplicité du groupe alterné pour les cas n < 5.
En plus grande dimension, on peut montrer que A, est simple par récurrence sur ’entier
n (voir [4]).
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Annexe I : La géométrie élémentaire dans les mathématiques d’aujourd’hui, du
document suivant : https://www.pedagogie.ac-aix-marseille.fr/upload/docs/

application/pdf/2011-08/geometrie.pdf
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